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Рассмотрим автономную дифференциальную систему третьего порядка
x′ =a11x
2+a12xy+a13xz, y
′ =a21xy+a22y
2+a23yz, z
′ =a31xz+a32yz+a33z
2+cxy, (1)
где x, y, z — комплекснозначные функции, c 6= 0.
Компоненты системы (1) при некоторых значениях ее коэффициентов определя-
ются дифференциальным уравнением
w2(w′ − w2)w′′′ = w2w′′2 + b1ww
′2w′′ + b2w
′4 + b3w
3w′w′′ + b4w
2w′3+
+b5w
5w′′ + b6w
4w′2 + b7w
6w′ + b8w
8.
Среди таких уравнений имеются следующие уравнения типа Пенлеве [1, 2]:
(w′ −w2)w′′′ = w′′2 − 5/2ww′w′′ + 3/2w′3 − 3/4w3w′′ + 3/2w2w′2 − 5/8w4w′ + 1/8w6; (2)
(w′ − w2)w′′′ = w′′2 − 5/2ww′w′′ + 1/2w′3 + 3/4w2w′2 − 1/4w4w′; (3)
(w′ − w2)w′′′ = w′′2 − 3ww′w′′ + 2(1− α)w′3 + αw5w′′, α ∈ C \ {−1}; (4)
w2(w′ − w2)w′′′ = w2w′′2 + ww′2w′′ − 3/4w′4 − 9/2w3w′w′′ + 15/4w2w′3; (5)
w2(w′ − w2)w′′′ = w2w′′2 + 1/2ww′2w′′ − 1/2w′4 − 7/2w3w′w′′ + 5/2w2w′3. (6)
Выделим классы систем (1), одна из компонент которых удовлетворяет одному из
уравнений (2)–(6). Получим системы:
x′ = 1/4x2 + xy − xz, y′ = −1/2xy, z′ = 3/4xz − yz + z2 − 1/2xy; (7)
x′ = −1/2x2 + xy − xz, y′ = xy − y2 + yz, z′ = 1/2xz − xy; (8)
x′ = −1/2x2 + xy − xz, y′ = xy − y2 + yz, z′ = −1/2xy; (9)
x′ = 1/4x2 + xy − xz, y′ = −1/2xy, z′ = −1/4xz − yz + z2 + 1/2xy; (10)
x′ = 2xy + 2xz, y′ = −y2 − yz, z′ = yz + z2 + xy; (11)
x′ = −4xy − 2xz, y′ = 2y2 + yz, z′ = xy. (12)
x′ = −1/2xz, y′ = yz, z′ = xz + 1/2z2 + xy; (13)
x′ = −xy + 1/2xz, y′ = y2, z′ = xz − 1/2z2 − xy; (14)
x′ = −1/2xz, y′ = yz, z′ = xz + xy; (15)
x′ = −xy, y′ = y2 + 1/2yz, z′ = xz − 1/2z2 − 2xy; (16)
x′ = −xy − xz, y′ = y2 + yz, z′ = −αxz + (1− α)xy, α ∈ C \ {−1}; (17)
x′ = −αx2 + xy − xz, y′ = αxy − y2 + yz, z′ = −xy, α ∈ C \ {−1}; (18)
x′ = −xy − αxz, y′ = y2 + αyz, z′ = (α− 1)xz + xy, α ∈ C \ {−1}; (19)
x′ = −xy, y′ = y2, z′ = xz − αz2 − xy, α ∈ C \ {−1}. (20)
Аналитическая теория дифференциальных уравнений 5
Таким образом, справедлива
Теорема. Системы (7)–(20) являются системами типа Пенлеве.
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Рассмотрим систему
x′ = x(ax+ by+ cz+d), y′ = y(ax+ by+ cz+d), z′ = f(x, y, z)+ c1x+ c2y+ c3z, (1)
где f(x, y, z) = a11x
2 + a22y
2 + a33z
2 + a12xy + a13xz + a23yz, aij, i, j = 1, 2, 3, a, b, c 6=
6= 0 — постоянные, d, ci, i = 1, 2, 3 — аналитические функции от t. Не нарушая
общности, будем считать c = 1.
Из первых двух уравнений системы (1) получаем, что y = λx, λ — постоянная.
Тогда для компоненты x системы (1) построим уравнение
x′′ = A
x′2
x
+ Bxx′ + Cx′ + Dx3 + Ex2 + Fx, (2)
где
A = 1 + a33, B = (a23 − 2ba33 + b)λ + a13 − 2a33a, C = c3 − 2a33d,
D = (a22 − ba23 + b
2a33)λ
2 + (a12 + 2aba33 − ba13 − aa23)λ + a11 + a
2a33 − aa13,
E = (2ba33d− a23d− bc3 + c2)λ + 2aa33d + c1 − ac3 − a13d, F = d
′ + d2a33 − dc3.
Теорема. Для того, чтобы система (1) имела свойство Пенлеве необходимо и
достаточно, чтобы уравнение (2) обладало этим же свойством.
Выделены системы (1), решения которых выражаются через решения частных слу-
чаев второго, третьего и четвертого уравнений Пенлеве. На основе связи, установлен-
ной в [1, 2] между решением частных случаев второго и четвертого уравнений Пенлеве
соответственно с уравнениями Кортевега де Фриза и Шредингера, а также связи част-
ного случая третьего уравнения Пенлеве с уравнением Лиувилля, получены формулы
взаимосвязи между решениями выделенных систем и указанных нелинейных уравне-
ний в частных производных.
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